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There is one class of interchanges for the Scolorations of a planer graph. As a 
consequence it is always possible to reach a four coloration (if it exists) by a 
sequence of interchange from any 5-coloration. A theorem is given for surfaces 
of genus g. 
DEFINITION ET NOTATIONS. Ce sont les definitions et notations de 
Berge utilisees dans [I]. On appelle q-coloration toute partiti.on en k < q 
stables. (Zest-a-dire que certaines classes de la q-coloration peuvent Ztre 
vides. On appelle operation de commutation une operation sur les colorations 
qui Cchange les colorations des sommets d’une composante connexe bicolore 
(qui peut &re tventuellement reduite A un sommet). 11 s’agit 18 dune operation 
classique; la definition des q-colorations don&e precedemment la rend 
inversible. Nous dirons que deux colorations sont Cquivalentes si elles se 
deduisent l’une de l’autre par une suite de commutations. Now appellerons 
classe de commutation et noterons C la classe d’equivalence d’une 
coloration C. 
THI?OI&ME. Les 5colorations d’un graphe planaire fovment une classe de 
commutation unique. 
Notons immediatement qu’on demontre egalement de facon analogue 
(mais plus simplement) que les q-colorations ou q > 5 forment une classe 
unique. La valeur obtenue est la meilleure possible puisqu’il existe des 
4-colorations non tquivalentes: contre-exemple dfi a Fournier d’apres des 
resultats de Fisk. (Figs. 1 et 1’). 
Pve’liminaires. Si G’ est un sous-graphe de G, C une q-coloration de G 
on appellera Trace de C sur G’ note Tr(C, G’) la restriction aux sommets de 
G’ de la coloration C. 
251 
0095~8956/78/0243-0251$02.00/O 
Copyright 0 1978 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
252 HENRY MEYNIEL 
FIGURE 1 FIGURE 1’ 
La Trace sur G’ d’une composante bicolore connexe de G n’ttant pas en 
g&&al connexe, la Trace d’une opkration de commutation n’est pas 
ntcessairement une ophation de commutation (mais une suite de telles 
opkrations). 
Pour qu’une opkration de commutation de Tr(C, G’) soit la Trace d’une 
opkration de commutation de C il faut et il suffit que la composante bicolore 
connexe qui la d6finit soit la Trace sur G’ d’une composante bicolore de G. 
LEMME 1. Dans le cas 00 G’ = G,-, le seul cas 
pas Trace est le cas oti x est sommet d’articulation de 
bicolore considkrke dans G (Fig. 2). 
oic une ophation n’est 
la composante connexe 
FIGURE 2 
LEMME 2. Si C, et C, sont deux q-colorations de G et si Tr(C, , G,-,) = 
Tr(C, , G,-,) alors C, e’quivaut d C, . 
(Si C, est diErent de C, on peut recolorer x par une opkration de commu- 
tation sur la composante de x relative aux couleurs a, p, x &ant color6 avec 
cv dans C, , p dans C, .) 
LEMME 3. On utilisera enjin le r&&at suivant dli Li Fournier: soit G un 
graphe planaire et x1x, deux sommets non-adjacents de G, il existe une Scolo- 
ration de G attribuant la mt?me couleur d x1 et xz . 
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Dkmonstration. Montrons maintenant le theoreme: 
Now supposerons la propriete vraie pour les graphes planaires avec moms 
de n sommets et la demontrerons pour les graphes a n sommets. Notons 
qu’elle est triviale pour n < 5. 
Nous considererons done un graphe planaire a n sommets et deux colo- 
rations C,C, dont nous voulons demontrer l’equivalence. 
(1) Si G possede un sommet x de degre &(x) < 4 soit G’ = Gx-,O. 
On peut d’apres l’hypothese de recurrence passer de Tr(C, , G’) a Tr(C, , G’) 
par une suite d’operations de commutation dans G’. Montrons qu’on le peut 
Cgalement par une suite doperations dans G et d’apres le preliminaire 2 
le resultat sera montre. 
Pour obtenir C, il suffira d’effectuer sur C, la suite de commutations per- 
mettant de passer dans G’ de Tr(C, , G) a Tr(C, , G) en les prolongeant 
SW< G. 
Notons que d’apres le preliminaire (1) la Trace du prolongement sera 
tgale a l’operation envisagee sauf au cas oh x est sommet d’articulation du 
prolongement. Mais dans ce cas la couleur, disons E, manque sur r,(x) et 
l’on peut recolorier x avec E avant d’effectuer l’tchange de CX, /3 sur la com- 
posante consideree de Tr(C, G’) de sorte que la restriction du prolongement 
nature1 de I’operation redonne bien cette operation (Fig. 3). 
FIG& 3 
De cette facon la suite doperations permettant de passer de Tr(C, G’) 
a Tr(C, , G’) est transformte en une suite doperations sur G qui optre 
exactement comme la suite initiale sur les sommets de G’ et le resultat 
annonct est demontrt. 
(2) 11 existe un sommet x de degrt d,(x) = 5 mais pas de sommet x 
de degre d,(x) = 4. 
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Nous allons designer par J+ y2 (resp . zI , z~) deux sommets de TG(x) ayant 
meme couleur dans CI (resp. Cz). Montrons que si: 
Considerons G” le graphe obtenu en retirant x et en identifiant les deux 
sommets yI yS ; G” est planaire et l’hypothese de recurrence s’apphque. En 
raisonnant alors comme au lo, l’on montre que l’on peut obtenir a partir 
de la coloration initiale CI de G colorant identiquement yI yz toutes les 
colorations de G colorant identituqment yI yz et cela par des operations de 
commutations. (En effet il existe une suite d’operations de commutation 
permettant de passer de Tr(C , G”) a Tr(Cz, G”) pour toutes colorations 
Cz , Cr colorant identiquement yI et yJ. Ces operations admettent un pro- 
longement unique a G dont la restriction a G” redonne l’operation sauf au 
cas envisage au prehminaire (1). Mais dans ce cas il manque une couleur 
sur I’Jx) (soit 6) ct l’on peut recolorer x en c obtenant ainsi deux s&es 
d’operations de commutation, l’une operant sur G” et l’autre sur G mais 
dont la restriction a G” opere comme la premiere (Fig. 2), d’ou le resultat 
d’apres le preliminaire (2). 
LMontrons que Cl equivaut a CS lorsque 
En effet, d*apres le preliminaire (3) et en considerant le graphe G” de (2, 1) 
nous pouvons affirmer qu’il exite une Scoloration C’ colorant identiquement 
yI yz dune part, zIzz d’autre part. (Dans G” en effet zIzz sent non adjacents 
done identiquement colorables d’apres le resultat de Fournier.) D’apres 
(2, I) Cl = C’ = C2 d’ou CI = Cz . 
(3) Nous montrerons que CI equivaut a Cz si I{ yI , yS} f~ {zr , z~}/ = I 
dans le cas ou le graphe est planaire maximal (wz = 312 - 6). 
FIGURE 4 
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§upposons done y1 zz z1 yz + zz et l’on a l’unique cas de figure suivant 
(Fig. 4): 
- II existe nkessairement une a&e tl&, saris quoi cap&s (2,2) 
il existerait une coloration C’ colorant identiquement les couples (lx , LJ et 
( y1 , yJ et une coloration C” colorant identiquement (tl , Q et [ y1 , ZJ 
d’oti d’aprks (2,2) C1 = C’ = C’ = Cz. 
- Si tz yz so& non adjacents, tlz2 sent adjacents saris quoi d’apr&s 
ce qui pr&de il existerait une coloration C’ colorant identiquement le couple 
y& et telle que C’ = C1 et d’aprks (2,2) on aurait C’ = Cz d’oti Cl = Cz . 
Mais alors il est possible de commuter les couleurs de yz.zS saris changer la 
couleur en y1 $oti une coloration C’ avec C = C’ et &aprks (2,l) G’ = Cz 
d’oti finalement c1 = CS (Fig, 5). 
FIGURE 5 
FIGURE 5 
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- §i t2, yz sent adjacents alors tl, zz sent non adjacents saris quoi le 
graphe ne serait pas planaire. §i tl n’est pas colore avec /3 on peut effectuer 
egalement la commutation des couleurs de yzzs saris changer la couleur de 
z1 . Si tl est colore avec /!? on peut se ramener au cas precedent en le recolorant 
avec la couleur manquante en TG(x) soit c (Fig. 5’). 
Dans ces deux cas 1’011 aura trouve une coloration intermediaire avec 
Cl = Cf = q . 
Nous avons done intkgralement prouvk IapropriktLpour lesplanaires maximaux. 
(4) 11 reste a prouver la propriete dans le cas oti G n’est pas planaire 
maximal et est saris degre dG(x) < 4. Pour cela montrons que si la propriete 
est vraie pour les graphes avec nz a&es et n sommets elle l’est pour les graphes 
avec m - 1 a&es et n sommets (recurrence descendante). D’apres la con- 
clusion du (3) le theoreme s’ensuivra: 
- Soit done une face bordee par mf > n at&es et soient Us ..’ ~4~~ 
les sommets de cette face. II existe au mains deux sommets non adjacents 
soient Us et Us. Considerons G’ obtenu en identifiant ZA~U~ : il est planaire et 
a TZ - 1 sommets. Xl verifie done l’hypothese de recurrence. En outre, toute 
commutation de couleurs sur ce graphe est composee de commutations sur G 
done l’on peut obtenir par commutation l’ensemble Q?i des 5 colorations de G 
colorant identiquement nlaz ((a partir d’une coloration C1 les colorant 
identiquement (C1 = VI).) 
De meme le graphe G” obtenu en ajoutant l’arete U~U~ est planaire et 
verifie l’hypothese de recurrence sur les a&es. En outre, toute commutation 
sur G” est produit de commutation sur G. L’on peut done obtenir l’ensemble 
Wz des colorations colorant differemment U~U~ (car toute coloration colorant 
differemment Z+U~ est coloration de G”) (a partir de Cz les colorant differem- 
ment) (d’oti: Cz = VJ. 
11 reste a prouver que %??z I-I @I # @. Pour cela considerons un sommet x 
de degre dG(x) = 5 et deux sommets y1 ys de TG(x) tels que ZA~U~ y1 yz soient 
tous distincts ( y1 ys &ant supposes non adjacents). 
En considerant, soit le graphe G’, soit le graphe G” et en appliquant le 
theoreme de Fournier (prehminaire 3) l’on montre qu’il existe une 5-colo- 
ration de G (soit C’) colorant identiquement u1 et z+ dune part y1 et yz d’autre 
part et C” colorant differemment Us et z+ d’une part et identiquement y1 et yz 
d’autre part. 
C’ appartient a Vr et C” a Vz mais C’ = C” d’apres (2,l) done g1 = pz . 
Si ZQZA~ y1 yz ne peuvent etre choisis tous distincts u1 et ~4~ sent tous deux 
adjacents au sommet x de degre 5 consider& (saris quoi l’on pourrait trouver 
un couple y1 yz repondant aux conditions demandees) et les sommets autres 
que Us et ~1~ forment une clique (pour la mZme raison). D’oti les deux cas 
de Fig. (6). 
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FIGURE 6(l) 
FIGURE 6(2) 
Dans le cas (2) uIuz ne peuvent appartenir au contour dune meme face. 
Dans le cas (1) on remarquera qu’il existe une 5-coloration de G colorant 
identiquement ulu3t2 . C’est une consequence du Lemme 3 de Fournier 
apres identification de uIz+ et qu’il existe une 5-coloration de G colorant 
differemment uI et ~4~ et identiquement z+ et t2 (idem en ajoutant l’arete 
Liz+). Soient C’ et C’ ces colorations. Done d’apres (2,l) C’ = C”. 
Comme C’ appartient a 9TI et C” a $9z il vient PI = gz et le theorkme est 
demontre. C.Q.F.D. 
Signalons sans demonstration le theoreme suivant: si & represente la 
borne superieure du degre mimmal d’un graphe inscrit sur une surface de 
caracteristique g , les dg + 1 colorations de G forment une classe de commu- 
tation unique. (Utiliser le lo legerement modifie). Le theoreme est en un sens 
le meilleur possible puisque il existe des graphes noncolorables avec moins 
de dq + 1 couleurs. 
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